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Co b¦dzie ?

Symetrie wewn¦trzne

Schematyczny model kolektywny

Przykªady: 156Dy, 156Gd
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Symetrie czasoprzestrzenne, a symetrie
wewn¦trzne

Glab × (Gint = G× G̃)

• Rozwa»my j¡dro atomowe w ukªadzie ±rodka masy. Pozostaj¡c¡
nierelatywistyczn¡ symetri¡ czasoprzestrzenn¡ jest Glab = O(3).

• Ka»dy hamiltonian j¡drowy powinien by¢ niezmienniczy
wzgl¦dem O(3).

• Symetrie wewn¦trzne Gint to symetrie komutuj¡ce ze
wszystkimi symetriami czasoprzestrzennymi (np.: isospin,
seniority, ªadunki, liczba cz¡stek, itd.).

• Istnieje te» specjalny rodzaj wewn¦trznych symetrii
czasoprzestrzennych (sprzeczo±¢ ?).
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Grupy wewn¦trzne G

Jin-Quan Chen, Jialun Ping & Fan Wang: Group Representation
Theory for Physicists, World Scienti�c, 2002.
Def. Dla ka»dego elementu g grupy G mo»na zde�niowa¢
odpowiadaj¡cy mu operator g dziaªaj¡cy w liniowej przesrzeni
grupowej LG nast¦puj¡co:

gS = Sg , for all S ∈ LG .

Grupa tworzona przez zbiór operatorów g nazywana jest grup¡
wewn¦trzn¡ grupy G.
FUNDAMENTALNA W�ASCIWO��:

[G,G] = 0

Grupy G i G s¡ antyizomor�czne.
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Pasma o okre±lonych symetriach
• Rozkªad spektralny hamiltonianu:

Ĥ =
∑
ν

ενPν

• Ka»demu operatorowi Pν przyporz¡dkowujemy jego grup¦
symetrii Gν

• Grupujemy w zbiory operatory Pν o tych samych symetriach:

OG = {Pn : [G ,Pn] = 0}
• Hamiltonian pasma o symetrii G:

ĤG =
∑

Pn∈OG

εnPn

• Rozkªad Ĥ na pasma o okre±lonych symetriach:

Ĥ =
∑
G

ĤG
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Zmienne wewn¦trzne

• Zmienne w ukªadzie laboratoryjnym: → {q(lab)
λµ }.

• Zmienne w ukªadzie wewn¦trznym (tu ukªad obracaj¡cy si¦): →
{qλµ}
• Transformacja N zmiennych w N nowych zmiennych ?

Je»eli chcemy wyseparowa¢ ruch rotacyjny, to:

q(lab) → (q, Ω),

otrzymujemy nadmiarowy zbiór zmiennych.
• Zatem, wymagane s¡ 3 dodatkowe warunki:

Fi (q, Ω) = 0, i = 1, 2, 3.

Te warunki de�niuj¡ powi¡zanie rotacyjnych zmiennych z
pozostaªymi stopniami swobody.
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Model kolektywny

Schematyczny model
vibracyjno�rotacyjny

Ĥ = Ĥvib + Ĥrot
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Zmienne kolektywne 1/2

Równanie powierzchni w ukªadzie wewn¦trznym:

R(θ, φ) = R0

(
1 +

∑
λ=2,3

∑
µ

α ?
λµYλµ(θ, φ)

)

Zmienne kolektywne αλµ s¡ tensorami sferycznymi wzgl¦dem
wewn¦trznej grupy ortogonalnej O(3).
Speªniaj¡ warunki:

Fi({αλµ},Ω) = 0, i = 1, 2, 3; λ = 2, 3.
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Zmienne kolektywne modelu 2/2

• Nienadmiarowa cz¦±¢ wibracyjnych zmiennych kolektywnych
powinna okre±la¢ ksztaª, a nie orientacj¦ przestrzenn¡ j¡dra
atomowego okre±lan¡ przez k¡ty Eulera Ω = (Ω1,Ω2,Ω3).

• Otwarty problem: konstrukcja orbit SO(3) w przestrzeni
deformacji.

Uwaga: Jedynym niezmiennikiem oktupolowym wzgl¦dem Td jest:

α′′
32
≡ ξ = − i

2
(α32 − α3,−2) = Imα32
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Kolektywne operatory przej±¢ emg
Eisenberg, Greiner, Nuclear theory, 1970.
Operator przej±¢ emg w ukªadzie laboratoryjnym:

Qcoll
λµ =

∑
ν

Dλ
µν(Ω)?Q lab;coll

λν

Qcoll
λν =

3ZRλ
0

4π

{
αλν +

λ + 2

2
√
4π

∑
λ1λ2

√
(2λ1 + 1)(2λ2 + 1)

2λ + 1

(λ10λ20|λ0)(αλ1 ⊗ αλ2)λν

}
gdzie transformacja do zmiennych wewn¦trznych:

αλµ =
∑
µ′

D
(λ)
µ′µ(Ω)α

(lab)
λµ′

11 / 46



Czysty model oktupolowy Td

Dla czystego modelu octupolowego Td tzn. α3µ = 0 dla µ 6= ±2,
operatory multipolowe sprzej±¢ E1 i E2 si¦ zeruj¡:

• Qcoll
1µ = 0, poniewa» (3030|10) = 0.

• Qcoll
2µ = 0, poniewa» (323− 2|20) = 0.

Pierwszym niezerowym jest operator przej±¢ E3.
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Model kwadrupolowo�oktupolowy

Przyjmujemy, »e k¡ty Eulera s¡ bezpo±rednio zwi¡zane
tylko ze zmiennymi kwadrupolowymi:

Fi({α2µ},Ω) = 0, i = 1, 2, 3.

Nie ma dodatkowych warunków na zmienne oktupolowe.
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Operatory przej±¢ Eλ; ukªad wewn¦trzny

Operator przej±¢ dipolowych:

Qcoll
10

=
3
√
3ZR0

16π
√
π

{ 6√
7
α22α3−2 − 12

√
2
35
α21α3−1

+
18√
35
α20α30 − 12

√
2
35
α2−1α31 +

6√
7
α2−2α3−2

}
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Operatory przej±¢ Eλ; ukªad wewn¦trzny

Operator przej±¢ kwadrupolowych:

Qcoll
20

=
3ZR2

0

4π

{
α20

+
1√
5π

(10
7
α20α20 −

10
7
α2−1α2−1 −

20
7
α2−2α22

+
4
3
α30α30 − 2α3−1α31 +

10
3
α3−3α33

)}
Nie zawiera zmiennej tetraedralnej !!!
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Problem wlasny i przej±cia emg
Struktura Hamiltonianu modelu nie zawiera sprz¦»e« pomi¦dzy
wibracj¡ a rotacj¡:

Ĥ = Ĥvib + Ĥrot

Funkcje wlasne:

ΨmnJM(α,Ω) = φm(α)RJM
n (Ω)

Zredukowane (wzgl¦dem M) elementy macierzowe:

〈Ψm′n′J′||Q(lab)
λ ||ΨmnJ〉 =

∑
µ

〈φm′|Qλµ|φm〉〈RJ′

n′ ||Dλ?
·µ ||RJ

n〉

Zredukowane prawdopodobie«stwo przej±cia:

B(Eλ; (mnJ)→ (m′n′J ′)) = |〈Ψm′n′J ′||Q(lab)
λ ||ΨmnJ〉|2/(2J + 1)
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Struktura symetrii hamiltonianu pasma 1/3

ĤG = ĤGvib

vib + ĤGrot

rot ,

gdzie G jest maksymaln¡ podgrup¡ kolektywn¡ tzn. zawieraj¡c¡
elementy postaci (g,g), tak¡, »e:

G ⊂ Gvib ×Grot .

Zatem istniej¡ podgrupy G′ oraz G′′:

G ∼ G′ ⊂ Gvib,

G ∼ G′′ ⊂ Grot ,

Hamiltonian wibracyjny (kwadrupol+oktupol):

ĤGvib = ĤG2;vib

2;vib + ĤG3;vib

3;rot ,

tak, »e
Gvib ⊂ G2;vib ×G3;vib.
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Struktura symetrii hamiltonianu pasma 2/3

Wektory wªasne hamiltonianów ĤGvib

vib oraz ĤGrot

rot mog¡ by¢
klasy�kowane zgodnie z ªa«cuchami grupowymi:

Gvib ⊃ G′

↑ ↑ ↑
Γv σv Γ′

oraz
Grot ⊃ G′′

↑ ↑ ↑
Γr σr Γ′′
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Struktura symetrii hamiltonianu pasma 3/3

Równania wªasne hamiltonianów skªadowych:

Ĥvib φκνvΓvσvΓ′a′(α) = ε
(vib)
κνvΓv

φκνvΓvσvΓ′a′(α)

Ĥrot RJM
νrΓrσrΓ′′a′′(Ω) = ε

(rot)
νrΓr ;JM R

JM
νrΓrσrΓ′′a′′(Ω)

Równanie wªasne hamiltonianu pasma:

ĤGΨκJM
νvΓvσvΓ′;νrΓrσrΓ′′;Γa(α,Ω) =

(ε
(vib)
κνvΓv

+ ε
(rot)
νrΓr ;JM) ΨκJM

νvΓvσvΓ′;νrΓrσrΓ′′;Γa(α,Ω)

Liczby kwantowe:κ, J,M � parzysto±¢, moment p¦du; νv , νr �
dodatkowe liczby kwantowe wynikaj¡ce ze struktury hamiltonianów;
Γ, a znakuj¡ wektory n.r. grupy symetrii hamiltonianu pasma.
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Symetrie hamiltonianu Bohra
Hamiltonian Bohra:

ĤBohr = ĤGvib

vib + ĤGvib+rot

vib+rot

gdzie

ĤGvib

vib =
1
2

{
1
β4

∂

∂β
β4

∂

∂β
− 1
β2 sin(3γ)

∂

∂γ
sin(3γ)

∂

∂γ
+ β2

}
oraz

ĤGvib+rot

vib+rot =
1
8β4

∑
k=1,2,3

J2k
sin2(γ − (2π/3)k)

.

Tu:

G = D2h gdy» Gvib = O(3) oraz Gvib+rot = D2h
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Wibracyjne funkcje kolektywne 1/2
Stan kwadrupolowy:

|q〉 = T (α̇20, α̇22)|0〉,

gdzie |0〉 jest niezdeformowan¡ pró»ni¡ kwadrupolowo�oktupolow¡, a
T ({α̇lm}) reprezentuje operator translacji w przestrzeni deformacji:

T ({α̇lm})f ({αlm) = f ({αlm − α̇lm})

Wspóªczynniki normalizacyjne po rzutowaniu na dobr¡ parzysto±¢:

N
(+)
0

=

√
2

1 + exp(−η2
3
ξ2)

N
(−)
1

=

√
2

1 + exp(−η2
3
ξ2)(1− 2η2

3
ξ2)
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Wibracyjne funkcje kolektywne 2/2
Stany tetraedralne � baza n.r. grupy Td :

|A1〉 = 0.5N(−)
1

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)
1√
2

(b†
32
− b†

3−2)|0〉

|T1; 1〉 = 0.5N(+)
0

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)
1√
2

(b†
32

+ b†
3−2)|0〉

|T1; 2〉 = 0.5N(+)
0

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)
1√
8

(−
√
5b†

31
+
√
3b†

3−3)|0〉

|T1; 3〉 = 0.5N(+)
0

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)
1√
8

(−
√
5b†

3−1 +
√
3b†

33
)|0〉

|T2; 1〉 = 0.5N(+)
0

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)b†
30
|0〉

|T2; 2〉 = 0.5N(+)
0

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)
1√
8

(
√
3b†

3−1 +
√
5b†

33
)|0〉

|T2; 3〉 = 0.5N(+)
0

(1− Ci)T ( ˙̄α′′
32

)
1√
8

(
√
3b†

31
+
√
5b†

3−3)|0〉
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N.r. a wzbudzenia

Reprezentacje s¡ skorelowane z ró»nymi rodzajami wzbudze«:

[A1]→ α′′
32
∼ Im (α32) ← Td niezmiennik

[T1]→ α′
32
∼ Re (α32) ← R(π/4)TdR(−π/4) niezmiennik

[T2]→ α30 ← SO(2) niezmiennik
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Wibracyjne elementy macierzowe 1/5

Kwadrupol-kwadrupol:

〈q|Q22|q〉 =
3ZR2

0

4π
(α̇22 −

20

7
√
5π
α̇20α̇22)

〈q|Q20|q〉 =
3ZR2

0

4π
(α̇20 +

1√
5π

(
10
7
α̇2

20
− 20

7
α̇22 −

2
3η2

3

)

Tu:

η3 =

√
B3ω3

~
=

√
C3

~ω3

.
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Wibracyjne elementy macierzowe 2/5

Tetraedr-tetraedr:

〈A1|Q20|A1〉 = − 6ZR2

0

12π
√
5π

1
η2
3

〈T1; 1|Q20|T1; 1〉 = − 6ZR2

0

12π
√
5π

1
η2
3

〈T2; 1|Q20|T2; 1〉 =
6ZR2

0

12π
√
5π

1
η2
3

Zale»no±¢ tylko od drga« zerowych.
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Wibracyjne elementy macierzowe 3/5

Przej±cia z pasma |A1〉 do pasma kwadrupolowego:

〈q|Q1µ|A1〉 = 0⇒ nie ma przej±¢ E1

〈q|Q32|A1〉 = +iN
(−)
1

3ZR3

0

8π
√
2

2− η2
3
(α̇32

′′)2

η3

exp (−η
2

2

4
β2

2
− η2

3

4
(α̇32

′′)2)

gdzie β2

2
=
∑

µ |α̇2µ|2.
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Wibracyjne elementy macierzowe 4/5

Przej±cia z pasma |T1; 1〉 do pasma kwadrupolowego:

〈q|Q10|T1; 1〉 = N
(+)
0

27
√
3ZR0

16π
√
70π

α̇22

η3
exp (−η

2

2

4
β2

2
− η2

3

4
(α̇32

′′)2)

〈q|Q32|T1; 1〉 = N
(+)
0

3ZR3

0

4π
√
2

1
η3

exp (−η
2

2

4
β2

2
− η2

3

4
(α̇32

′′)2)

E1: prawie liniowa zale»no±¢ od ˙α22.
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Wibracyjne elementy macierzowe 5/5

Przej±cia z pasma |T2; 1〉 do pasma kwadrupolowego:

〈q|Q10|T2; 1〉 = N
(+)
0

9
√
3ZR0

8π
√
14π

α̇20

η3
exp (−η

2

2

4
β2

2
− η2

3

4
(α̇32

′′)2)

〈q|Q30|T2; 1〉 = N
(+)
0

3ZR3

0

4π
√
2

1
η3

exp (−η
2

2

4
β2

2
− η2

3

4
(α̇32

′′)2)

E1: Prawie liniowa zale»no±¢ od ˙α22.
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Przej±cia A1→ q

Przej±cia wewn¡trzpasmowe:

B(E2;A1→ A1) ∼ η−4
3

Transitions from tetrahedralPrzej±cia z A1 do pasma
kwadrupolowego:

B(E1;A1→ q) = 0

B(E3;A1→ q) = |〈q|Q32|A1〉|2∣∣〈RJ′=0,q||D3?
·2 ||RJ=3,A1〉 − 〈RJ′=0,q||D3?

·−2||RJ=3,A1〉
∣∣2 /7 6= 0
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Przej±cia T1→ q

Przej±cia wewn¡trzpasmowe:

B(E2;T1→ T1) = B(E2;T1→ T1) ∼ η−4
3

Przej±cia z T1 do pasma kwadrupolowego:

B(E1;T1→ q) ∼
(
α̇22

η3

)2

=

(
β̇ sin γ̇√

2η3

)2

B(E3;T1→ q) = |〈q|Q32|T1, 1〉|2∣∣〈RJ′=0,q||D3?
·2 ||RJ=3,T1〉+ 〈RJ′=0,q||D3?

·−2||RJ=3,T1〉)
∣∣2 /7 = 0

(0 = wynik numerycznych oblicze«)
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Przej±cia T2→ q

Przej±cia wewn¡trzpasmowe:

B(E2;T2→ T2) = B(E2;T2→ T2) ∼ η−4
3

Przej±cia z T2 pasma kwadrupolowego:

B(E1;T2→ q) ∼
(
α̇20

η3

)2

=

(
β̇ cos γ̇
η3

)2

B(E3;T2→ q) =

|〈q|Q30|T2, 1〉〈RJ′=0,q||D3?
·0 ||RJ=3,T2〉|2/7
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Widmo 156Dy, Argone 2009

Rysunek: �Typowe� (?) widmo dla pasm kwadrupol+oktupole (tetraedr ?)
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156Dy, moment kwadrupolowy

156Dy ⇒
• deformacja kwadrupolowa β = 0.29, γ = 0.02, η2 = 14
• deformacja tetraedralna ξ = 0.12.

Wyliczony wewn¦trzny moment kwadrupolowy pasma
kwadrupolowego wynosi: Q0 = 670 e · fm2 (η3 > 3) .
Eksperyment: Q0 = 611 e · fm2.
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156Dy,E2/E1 dla T1

2 4 6 8 10 12 14
Η3

1
2
3
4
5
6
7
8

LogHBHE2;T1->T1L�BHE1;T1->qLL

Rysunek: B(E2;T1→ T1)/B(E1;T1→ q) dla 156Dy.
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156Dy, E2/E1 dla T2

2 4 6 8 10 12 14
Η3

-4

-2

2

4

6
LogHBHE2;T2->T2L�BHE1;T2->qLL

Rysunek: B(E2;T2→ T2)/B(E1;T2→ q) dla 156Dy
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156Dy, E3/E1 dla T2

2 4 6 8 10 12 14
Η3

-4

-2

2

4

6
LogHBHE3;T2->qL�BHE1;T2->qLL

Rysunek: B(E3;T2→ q)/B(E1;T2→ q) dla 156Dy.
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156Dy, E1: T1→ q

2 4 6 8 10 12 14
Η3

-12

-10

-8

-6

-4

-2

LogHBHE1;T1->qLL

Rysunek: B(E1;T1→ q) dla 156Dy.
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156Dy, E1: T2→q

2 4 6 8 10 12 14
Η3

-12

-10

-8

-6

-4

-2

LogHBHE1;T2->qLL

Rysunek: B(E1;T2→ q) dla 156Dy.
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156Gd, moment kwadrupolowy

156Gd ⇒
• deformacja kwadrupolowa β = 0.28, γ = 0.5, η2 = 14
• deformacja tetraedralna ξ = 0.12.

Wyliczony wewn¦trzny moment kwadrupolowy pasma
kwadrupolowego wynosi:
Q0 = 618 e · fm2 (η3 > 3),
Q0 = 275 e · fm2 (η3 = 1),
Eksperyment: Q0 = 683 e · fm2.
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156Gd, E2: T1→T1,T2→T2

5 10 15 20
Η3

-2

-1

1

2

3

4

LogHBHE2;T1->T1LL

Rysunek: B(E2;T1→ T1), 156Gd; Eksp. ∼ 104.
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156Gd, E1: T1→q

2 4 6 8 10 12 14
Η3

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0
LogHBHE1;T1->qLL

Rysunek: B(E1;T1→ q), 156Gd; Eksp. ∼ 10−6
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156Gd, E1: T2→q

2 4 6 8 10 12 14
Η3

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0
LogHBHE1;T2->qLL

Rysunek: B(E1;T2→ q), 156Gd; Eksp. ∼ 10−6
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156Gd, E3: A1→q

5 10 15 20
Η3

-1

1

2

3

4

LogHBHE3;A1->qLL

Rysunek: B(E3;A1→ q); j¡dro 156Gd
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156Gd, E3: T1→q, T2→q

5 10 15 20
Η3

1

2

3

4

LogHBHE3;T1->qLL

Rysunek: B(E3;T1→ q); j¡dro 156Gd
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156Gd, <q|E2|q>, pasmo kwadrupolowe

0 2 4 6 8 10 12 14
Η30

50

100

150

200
qQ20q

Rysunek: 〈q|Q20|q〉; j¡dro 156Gd
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SUMMARY

???
?????????

?????????????????
???????????????????????????

????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????????
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